4)Нормированное пространство будет метрическим если в нем ввести метрику d(x,y) = ||x-y|| : 1. d(x,y) = ||x-y|| ( 0 ; d(x,y) = 0 ( ||x-y|| = 0 ( x-y=0 ( x=y ; 2. d(x,y) = ||x-y|| = ||(-1)(y-x)|| = |-1| ||y-x|| = ||y-x|| = d(y,x) ; 3. d(x,y) = ||x-y|| = ||(x-z) + (z-y)|| ( ||x-z|| + ||z-y|| = d(x,z) + d(z,y).

5)В множестве натуральных чисел N можно ввести метрику (|m-n|)/(mn) = d(m,n) : 1. d(m,n) = (|m-n|)/(mn) ( 0, d(m,n) = 0 ( m=n ; 2. d(m,n) = (|m-n|)/(mn) = (|n-m|)/(nm) = d(n,m) ; 3. m-n = m-n + (nm)/k – (nm)/k = ((mn)/k - n) + (m – (nm)/k) = n/k (m-k) + m/k (k-n) ( |m-n| ( n/k |m-k| + m/k (k-n) ( (|m-n|)/(mn) ( (|m-k|)/(mk) + (|k-n|)/(kn)

15) Пос-ть Коши в метрическом пр-ве (X,d) ограничена. Д: Пусть {pn}-пос-ть Коши. Тогда (
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|N):(n>N1,m>N1 =>d(pn,pm)<1). Зафиксируем m, тогда N=max{1, d(pm,p1), d(pm,p2)…. d(pm,pN1)=>(
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N
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|N):(d(pn,pm)<1), а значит данная пос-ть, явл-ся посл-ю Коши ограничена, чтд.

16)Всякая сходящаяся посл-ть в метр. Пр-ве есть посл-ть Коши.Д: {xn}, xn
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X, (X,d), {xn}->x.

Послед-ть сход-ся, значит, (
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|N):(n>N(
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) =>d(xn,x)<
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\2). Тогда, например, 
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m>N(
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) –> d(xm,x)<
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\2 и 
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n>N(
[image: image23.wmf]e

) –> d(xn,x)<
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\2. Отсюда, d(xn,xm)
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( d(xm,x)+

d(xn,x))<
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. A это – опр-е посл-ти Коши. Теор.док-на. 

17) Простр-во |Rk – полное.(опр. Метрич. пр-во (X,d) в котором каждая посл-ть Коши сходится к Эл-ту этого пр-ва наз-ся полным). Д: Пусть {xn}
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|Rk-посл-ть Коши. Док-м, что limxn=a.(n(+8). Т.к. {xn}-пос-ть Коши, то по т-ме об огран-ти пос-ти Коши она ограничена, а по теореме Больцано-Вейерштрасса из нее всегда можно выделить сходящ подп-ть {xn/k}, которая будет сходиться к a
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|Rk. Покажем что сама посл-ть будет сход-ся к а. Из опр-я (
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|N): (n>N(
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),nk> N(
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) =>||xn – xn/k||<
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\2)

({xn/k}(a)( (
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|N) (
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|N):(k>K(
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) => nk>N(
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) и ||xn/k-a||<
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\2.

Оценим ||xn-a||… ||xn-a||
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|| xn – xn/k||+|| xn/k -a||<
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 при 
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n>N(
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). А это - определение сх-ти посл-ти xn к a. значит, что limxn=a.(n(+8), ч.т.д.

18) Определение пределов функций по Коши и по Гейне равносильны.

Д: 1)пусть вып-ся опр-е по Коши. Т.е. lim f(x)=q(x(p) ( 
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. Возьмем посл-ть {pn}, pn
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E, pn
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p и limpn=p(n(+8). (Такая посл-ть всегда существует - по теореме о пред точке). 

limpn=p(n(+8) => 
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 некоторое 
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((по опр по Коши) dy(f(pn),q)<
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 => limf(pn)=q(n(+8). А это – опр-е по Гейне. 

2)Пусть у нас вып-ся опр-е пр-ла по Гейне. limf(x)=q(n(+8) ( 
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. Допустим, что опр- по Коши не вып-ся, т.е. 
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-любое, так пусть 
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=1\n, n
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|N. Тогда {xn} что dx(p, xn)<1\n) но 
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 => limf(xn)
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q (n(+8). Это противоречит опр-ю пр-ла по Гейне, значит предп-е неверно, значит, опр-е по Коши вып-ся. Теор.доказана.

20) Если c(x-a)k (где с
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0 конечное, k
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|R>0) есть главная часть бескмалой 
[image: image70.wmf]a

(x) при x(a, то 
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(x)= c(x-a)k +0((x-a)k). Д: lim[
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(x)\(x-a)k](x(a)=c => 
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(x)\(x-a)k – c = 
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(x) => 
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(x) = c(x-a)k + (x-a)k *
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(x). Причем (x-a)k *
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(x) = (x-a)k *0. Значит теорема доказана.

21)Пусть f:(EcX)(R и f(x) непрерывна в тчк x0(E и f(x0 )(0

(0δ (x0) (Vx ( Oδ(x0)/\ E):sgnf(x)=sgnf(x0)

Доказательство:

В силу того, что ф-ция f(x) непрерывна в тчк x0, то согласно определению по Коши

(Vε>0)( (δ(ε,x0)=δ>0)(Vx(E |x-x0|<δ): |f(x)-f(x0)|<ε   f(x0)-ε<f(x)<f(x0)+ε

возьмём ε0 = (|f(x0)|)/2(δ>0, что Vx(Oδ0 ( f(x0)-(|f(x0)|)/2<f(x)< f(x0)+(|f(x0)|)/2

sngf(x0)=sgn(f(x0)-(|f(x0)|)/2)=sgn f(x0)+(|f(x0)|)/2

22) Пусть (x, dx) (y dy) (z dz) –метрическое пространство

h(x)=g(f(x))-сложная ф-ция, отображающая мн-во Е в мн-во Z 
h: (E(X)(Z f: (E(X)(Y g: (f(E)(Y)(Z, тогда Если ф-ция F(x) непрерывна в тчк x0, а 
ф-ция g(y) непрерывна в тчк y0=f(x0)=y то из этого следует что h(x) непрерывна в тчк x0 

Доказательство:

(Vε>0)( (((ε,x0)>0)(Vx(E dx(x,x0)<() dy(f(x),f(x0))<ε

(V(>0)( (δ((,y0)>0)(Vy(f(E), dy(y,y0)<δ) dz(g(y), g(y0))>(
рассмотрим это соотношение и учитывая y=f(x) h=g(f(x)), то получаем

(V(>0)( (δ((x0)>0)(Vx(E, dx(x,x0)<δ):dz(g(f(x)), g(f(x0)))<(, а это есть условие непрерывности ф-ции h(x) в тчк x0
23) Пусть E( Rk – ограниченное и замкнутое мн-во f: (E(Rk)( R- непрерывна на Е тогда, f(x) является равномерно непрерывной на мн-ве Е.

Доказательство:

Предположем что функция f(x) являюшаяся непрерывной на мн-ве Е не будет равномерно непрерывной на этом мн-ве.
 ((ε0>0)(Vδ>0)( (x(E, (t(E , ||xδ-tδ|| <δ): |f(x0)-f(t0)|≥ε0
δn(0 δn>0

 n(+∞

((εn>0)(Vδn>0)( (xn(E, (tn(E , ||xn-tn|| <δn): |f(xn)-f(tn)|≥ε0

{xn}- ограниченная, то оп теоремме Больцано- Веерштрасса

{xnk}(x0(x0 –предельная тчк и в силу замкнутости Е  x0(E

||xn-tn||<δn(xnk-tnk(0 , xn(x0, tn(x0

Получается 

F(x) – непрерывна в тчк x0(E

||xnk-tnk||≤δn( ||f(xnk)-f(tnk)||≥ε0 – противоречие 

24)ПустьЕ( Rk –ограниченное и замкнутое мн-во, то если ф-ция f: (E(Rk)(R непрерывна на Е то она ограничена на этом мн-ве.

Доказательство:

Предположем f(x)-не ограничена на Е это значит 

(Vn(N)( (xn(E): |f(xn)|>n
{xn}- последовательность в которой это выполняется, она ограничена, т.к Е-ограничена

{xn}({xnk}(x0(E (последовательность сходящаяся)

Т.к f(x)- непрерывная то значит она непрерывна в тчк x0

(Vtn(x0):f(tn)(f(x0)

|f(xn)|>nk(+∞ -противоречие 
1)Rk – линейное пространство: 1. x+y=(x1+y1,…,xk+yk)= (y1+x1,…, yk+ xk)=y+x; 2. x+(y+z)=(x1+(y1+z1),…,xk+(yk+zk))=((x1+y1)+z1,…,(xk+yk)+zk)= (x+y)+z; 3. 0 = (0,0,…,0), x+0 = (x1+0,x2+0,…,xk+0)=x; 4. –x=(-x1,-x2,…,-xk), x+(-x)=0

2)Rk – евклидово пространство: (x,y)=
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3)Пространство со скалярным произведением будет нормированным если в нем ввести норму по формуле ||x||=
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