Производная, односторонние п., бесконечная п.

f:((a,b)
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R) ->R, x0
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(a,b).

1.Производной в т. x0 называется limx->x0(f(x)-f(x0))\(x-x0)=f ’(x0)=df(x)\dx.

2.Правосторонней пр. f(x) в т. x0 называется limx->x0+0(f(x)-f(x0))\(x-x0)=f+’(x0)

3.Левосторонней пр. f(x) в т. x0 называется limx->x0-0(f(x)-f(x0))\(x-x0)=f-’(x0)

4.Если f ’(x0) или f+’(x0) или f-’(x0) равны +
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 или -
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, то производная f(x) в т. x0 называется бесконечной производной.

5. Если f:([a,b])
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R) ->R, то в x=a и x=bмогут существовать только односторонние производные. В т. a - f+’, в т. b – f-’

Односторонние касательные, касательная. Геом.смысл произв.

Кривая наз-ся ориентированной, если на ней задано направление обхода. Если точка предшествует другой в напр-ии обхода, то говорят, что она – «слева». Если наоборот – «справа».
Пусть М1 – любая т. ориентированной кривой L1, лежащая справа от т.М0, а М2 – слева. Рассмотрим секаущие М1М0 и М0М2. Тогда

1.Правосторонней касательной к кривой L1 в т. М0 называется предельной положение М1М0, когда М1 стремится вдоль L1 к М0, оставаясь справа.

2. Левосторонней касательной к кривой L1 в т. М0 называется предельной положение М2М0, когда М2 стремится вдоль L1 к М0, оставаясь слева.

3.Если левосторонняя и правосторонняя касательные в т.М0 совпадают, то такая прямая называется касательной к L1 в т. М0.

4. Если левосторонняя и правосторонняя касательные в т.М0 не совпадают, т. М0 называется угловой.

г.смысл: M0(x0,y0). M(x0+
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x, f(x0+
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x)). f(x0+
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x) - f(x0) = |M1M|, 
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x=| M1M0|.

tg
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= f(x0+
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x)- f(x0)\ 
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x…. tg
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 = limM->M0, dx->0 tg
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 = f ’(x0).     (рисунок)

y-f(x0)= f ‘(x0)*(x-x0). – у-е кас-й к кривой f(x) в т. (x0, f(x0)).

y-f(x0)= -1*((f ‘(x0))-1)*(x-x0). – у-е нормали к кривой f(x) в т. (x0, f(x0)).

Опр-е дифф-й ф-ции. Условие дифф-ти ф-ции одного перем.

f:(a,b) ->R наз-ся дифф-й в т.x0 из (a,b) если ее приращение в этой точке можно представить в виде 
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f(x0) = A
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x + 
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(
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x)* 
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x.

Здесь А – пост.число, а 
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(
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x)
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 0 при 
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x
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 0.

Ф-ция наз-ся дифф-й на интервале, если она дифф-ма в каждой точке этого инт-ла.

Теор(Условие дифф-ти ф-ции одного перем.). Для того чтобы f:(a,b) ->R была дифф-ма в т.x0, необх. и дост. 
[image: image25.wmf]$

f'(x0) – конечная.

Д-во Необх(ф-ция дифф-значит,пр-я конечн): 
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f(x0) = A
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x + 
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x)* 
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f(x 0)\
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x = А + 
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x) 
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 f'(x) = limdx->0(
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f(x0) \ 
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x) = A – конечн. Дост(наоборот): 
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limdx->0(
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f(x0) \ 
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x) = f'(x0) – конечн. => 
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f(x0)\
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x – f’(x0) = 
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(
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x) – бескмалая при x->0 => 
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f(x0) = f’(x0)* 
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x + 
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(
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x)* 
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x, где f’(x0) – конечное число=>мы пришли к опред дифф-й ф-ции => трм.док.

Непрерывность дифф-й ф-ции.

Если f:(a,b) ->R дифф-ма в т. x0 из (a,b), то она непрерывна в этой т.

Д-во: 
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f(x0) = A
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x + 
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(
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x)* 
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x. (зам: 
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x = х-х0) ( f(x)-f(x0)=A(x- х0)+
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(( х-х0))* ( х-х0). При x->x0, правая часть ->0 => f(x)-f(x0) -> 0 => limx->x0f(x)=f(x0) => f(x) непрер в x0
Производная суммы, произв-я и частного. 

Если f:(a,b) ->R и g:(a,b) ->R дифф-мы в x0 из (a,b) то (f*g)(x), (f+-g)(x), (c*f)(x)c-дейстчисло и (f\g)(x) g(x)=/0g’(x)=/ 0. тоже дифф-мы в т. x0. 

Д-во: 1.(f+-g)’(x0) = limdx->0 f(x0 +
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x) +- g(x0 +
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x) – (f(x0) +- g(x0)* (
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x)-1 = lim f(x0 +
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x)-f(x0)* (
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x)-1 +- lim g(x0 +
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x)-g(x0)* (
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x)-1 = f’(x0) +- g(x0). 2. (c*f)’(x0) = lim (c*f(x0 +
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x)-c*f(x0))* (
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x)-1 = c*f’(x0). 3. (f*g)’(x0) = lim [f(x0 +
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x)*g(x0 +
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x) - f(x0)*g(x0)+f(x0)*g(x0 +
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x)-f(x0)*g(x0 +
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x)]* (
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x)-1 = lim [f(x0 +
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x)*g(x0 +
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x) -f(x0)*g(x0 +
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x)] * (
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x)-1 + lim [f(x0)*g(x0 +
[image: image76.wmf]D

x) - f(x0)*g(x0)] * (
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x)-1 = lim g(x0 +
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x)*lim [f(x0 +
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x) - f(x0)]* (
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x)-1 + limf(x0)*lim [g(x0 +
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x)-g(x0)]* (
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x)-1 = g(x0)*f’(x0) + f(x0)*g’(x0). 4. (f\g) (x0) = lim [f(x0 +
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x)\g(x0 +
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x) - f(x0)\g(x0)]* (
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x)-1 = lim [(f(x0 +
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x)*g(x0) - f(x0)*g(x0)) – (g(x0 +
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x)*f(x0) - f(x0)*g(x0))]*[ 
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x*g(x0 +
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x)*g(x0)] -1 = lim [g(x0 +
[image: image90.wmf]D

x)]-1 * lim[f(x0 +
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x)-f(x0)]* (
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x)-1 - limf(x0)*[g(x0)*g(x0 +
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x)] -1 * lim [g(x0 +
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x)-g(x0)]* 
[image: image95.wmf]D

x-1 = f’(x0)\g(x0) - f(x0)*g’(x0)\g2(x0) = [f’(x0)g(x0) - f(x0)*g’(x0)]*g-2(x0).

Произв-я обратн.ф-ции. 
f:(a,b) ->R если эта ф-ция удовл-ет усл-ям: 1f(x)непрер. на (a,b) 2f(x) – возр-я или убыв-я на (a,b) 3в т. x0 из (a,b) сущ-ет f'(x0) 
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0, тогда x=
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(y), 
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’(y0) = 1\f’(x0). [y0=f(x0)]

Д-во: Рассм. случай, когда ф-ция возр-ет. Тогда по трм о сущ-ии непрер. обратн. ф-ции на интервале (f(a), f(b)) следует что y->y0 => x->x0 тогда, x0=
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 (y0), y0=f(x0). Тогда 
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’(y0)=limdy->0 [
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 (y0+
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y) - 
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 (y0)]* 
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y-1 = limy->y0 [
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 (y) - 
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 (y0)]*(y-y0)-1 = limx->x0[x-x0]*[f(x)-f(x0)]-1 = (lim[x-x0]-1 * [f(x)-f(x0)]) -1 = 1\f’(x0). (c убыв-ей ф-цией аналогично).

Произв-я сложной ф-ции.

Если y=g(x), x0
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(a,b) и ф-ция z = f(y) дифф-ма в т. y0=g(x0) то z = f(g(x)) дифф-ма в x0 и имеет место равенство: (f(g(x)))’ = fy’(y0)*gx’(x0). Д-во: Т.к. g(x) дифф-ма в x0 то ее приращ-е в этой точке можно представить в виде 
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g(x0) = g’(x0) 
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x + 
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x)* 
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x. и 
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g(x0) = 
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y. А т.к. z=f(y) дифф-ма в т. y0, то ее приращ-е в этой точке можно представить в виде: 
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f(y0) = f’(y0) 
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y +
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y)* 
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y. Кроме того 
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y ->0 =>
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х ->0 => 
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y ->0 а тогда 
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f(g(x0)) = f’(g(x0))*(g’(x0) 
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х + 
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x)* 
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x) + 
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(g’(x0) 
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х +
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x)* 
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x)*(g’(x0) 
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х +
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x)* 
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x) = f’(g(x0))*g’(x0) 
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х + 
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(
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х) 
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х. Отсюда видно (опр-е дифф-ти), что ф-ция дифф-ма и производная ее равна f’(g(x0))*g’(x0) = f'(y0)* g’(x0), чтд.

Дифф-л ф-ции действ. переменного: опр-е, св-ва.

Дифф-м ф-ции y=f(x) в данной точке х, соответствующим приращению аргумента 
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х называют главную линейную относительно 
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х часть приращения этой функции в точке х. 

(
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у = A
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x + 
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x)* 
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x. здесь dy = A
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x).

Св-ва. 1. Если x- незав-я перем-я, то формула дифф-ла ф-ции в т. x0 можно переписать в виде: df(x0) = f’(x0)dx. Д-во. А = f’(x0) => df(x0) = f’(x0)* 
[image: image150.wmf]D

х. Положим f(x)
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x, тогда df(x0)=dx и f'(x0)
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1 => dx = 
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х. 2.Дифф-л ф-ции в т. М0 представляет собой приращение ординаты касательной к графику ф-ции в т. М0(х0, f(x0)) при переходе от точки с абсциссой x0 к точке с абсциссой x0+
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х.  [ df(x0) = f’(x0) 
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х = tg
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х ] (рисунок) 3. Пусть ф-ция f(x) дифф-ма в т. x0 и f’(x0)
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0 тогда df(x0) – гл. часть бескмалой 
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f(x0) при 
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 x0 ->0. Д-во: limdeltax->0
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f(x0)\df(x0) = lim [f’(x0) 
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х + 
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(
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x) 
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x]* [f’(x0) 
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х]-1= lim (1+
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(
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x)\ f’(x0)) = 1 => 
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f(x0) есть главная часть бескмалой….. чтд. 4. Инв-ть перового дифф-ла: Вид записи формулы первого дифф-ла не зависит от того, является ли аргумент ф-ции f(x) независимой переменной или дифф-й ф-цией от новой независимой переменной. Д-во: x=x(t), t0
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(
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), x0=x(t0).. f(x).. x0
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(a,b). Тогда df(x(t))=f(x(t0)))’dt=fx’(x0)*xt’(t0)dt=fx’(x0)dx, т.к. xt’(t0)dt = dx(t0). 5. дифф-л суммы, разн-ти, произв-я и частного вычисляется аналогично производным. Для Док-ва достаточно умножить аналогичные формулы для производных на dx и воспользоваться определением дифференциала.

Теорема Ролля. 

Если ф-ция f:[a,b] ->R удовл-ет условиям 1)f(x) непр-на на [a,b] 2)f(x) дифф-ма на [a,b] 3)f(a) = f(b) тогда (
[image: image173.wmf]$

с
[image: image174.wmf]Î

(a,b)):f'(c)=0. Д-во: т.к. f(x) непр-на на [a,b], то по 2й трм Вейерштрасса она достигает своей точной верхней и нижней границы на [a,b]. Рассм 2 случая: 1)f(x)
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C – постоянна на [a,b] => M=m=>f'(x)=0 2)M>m => cущ-ет такая внутренняя т с из (a,b), что f(c)=infxc[a,b] f(x) (или supr, это неважно) т.к f(a)=f(b). Т.к. f(c)=infxc[a,b] f(x), (
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х
[image: image177.wmf]Î

(a,b)):(f(x)
[image: image178.wmf]³

f(c))=>f(x)-f(c) 
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0. Понятно, что и f(x)-f(c)\х-с
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0 если x>c и f(x)-f(c)\х-с
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0 если x<c. Переходя в этих нер-вах к пределам имеем: limx->c+0 f(x)-f(c)\х-с = f+’(c)=f’(c) 
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0 и limx->c-0 f(x)-f(c)\х-с = f-’(c)=f’(c) 
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0. Отсюда f'(c)=0, чтд. 
Теорема Коши для дифф-мых ф-ций.

f:[a,b] ->R и g:[a,b] ->R. Если 1) f(x) и g(х) непр-ны на [a,b] 2) f(x) и g(x) дифф-мы на (a,b), то (
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с
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(a,b)): (g'(c)(f(b)-f(a))=f’(c)(g(b)-g(a).Д-во: рассм-м ф-цию h(x)=g(x)(f(b)-f(a))-f(x)(g(b)-g(a). Эта ф-ция дифф-ма на (a,b). h(a)=h(b) т.к. h(a) = g(a)f(b)-g(a)f(a)-f(a)g(b)+f(a)g(a)=g(a)f(b)-f(a)g(b) и h (b) = …. = -f(a)g(b)+f(b)g(a). Получается, что вып-ся теорема Ролля и тогда (
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с
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(a,b)):h'(с)=0,те g’(c)(f(b)-f(a))-f’(c)(g(b)-g(a))=0, чтд.

Формула Лагранжа.

f:[a,b] ->R и g:[a,b] ->R. Если 1) f(x) и g(х) непр-ны на [a,b] 2) f(x) и g(x) дифф-мы на (a,b), то (
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с
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(a,b)):(f(b)-f(a)=f'(c)(b-a)). Д-во: Положим в т.Коши 
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х
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(a,b), g(x)
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x. трм доказ.

Замеч: рассм-м х0 и х0+
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х. тогда ф-ла Лагранжа м.быть записана: 
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f(x0)=f(x0+
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x) – f(x0) = f’(x0 + 
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*
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x). (0<
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<1).

Правило Лопиталя. Раскрытие неопред-й 0\0.

1трмЛапит f:(Oб(x0)cR)->R и g:(Oб(x0)cR) ->R. 1)
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limx->x0f(x)=0, 
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limx->x0g(x)=0 2) f(x) и g(x) дифф-мы в Oб(x0) (кроме самого x0) и (
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х
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 Oб(x0) искл x0 ) вып-ся 
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f’(x) 
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g’(x) и g’(x) 
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0. 3) 
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limx->x0[f’(x)\g’(x)] = A. Тогда 
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limx->x0[f(x)\g(x)] = 
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limx->x0[f’(x)\g’(x)] = A. Д-во: доопр-м f(x) и g(x) в т. х0 таким образом: f(х0)=0 и g(х0)=0. Тогда получим, что limx->x0f(x)\g(x) = limx->x0[f(x)-f(x0)]\[g(x)-g(x0)] = limc->x0 f’(x)\g’(x) = A. !Att: f:[a,+
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limx->+8f(x)=0, 
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0) . 3) 
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limx->+8[f’(x)\g’(x)] = A. Тогда 
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limx->+8[f(x)\g(x)] = 
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limx->+8[f’(x)\g’(x)] = A. Д-во x=1\t t->+0. тогда имеем limt->+0 f(1\t) = 0 limt->+0 g(1\t) = 0  и 
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fх’(1\t) и gх’(1\t)
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0) а также limt->+0[fx’(1\t)\ gx’(1\t)] = A => по 1й трм Лапит => 
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 limt->+0[f(1\t)\ g(1\t)]= limt->+0[fx’(1\t)\ gx’(1\t)]= limt->+0[fx’(1\t)*(-(t -2))\ gx’(1\t)*-(t -2)]=A.

Правило Лопиталя. Раскрытие неопред-й 
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2я трм Лапиталя: f:[a,b]->R и g:[a,b] ->R. 1)
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limx->x0f(x)=
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limx->x0g(x)= 
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2) (
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 Oб(x0) искл x0 ) вып-ся 
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g’(x) 
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0. 3) 
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limx->x0[f’(x)\g’(x)] = A. Тогда 
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limx->x0[f(x)\g(x)] = 
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limx->x0[f’(x)\g’(x)] = A. !Att: f:[a,+
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limx->+8f(x)= 
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, 
[image: image242.wmf]$

limx->+8 g(x)= 
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 2) (
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f’(x) и 
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g’(x)
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0) . 3) 
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limx->+8[f’(x)\g’(x)] = A. Тогда 
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limx->+8[f(x)\g(x)] = 
[image: image252.wmf]$

limx->+8[f’(x)\g’(x)] = A. 

Док-ва аналогично случаю 0\0.
№14. Производные и дифференциалы высших порядков.

Гладкая функция, гладкость порядка n.

Пусть. Производная n-ого порядка от ф-ции f(x) в т.x((a,b) при любом n(N определяется по индукции и обозначается 
[image: image253.wmf]))
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Дифференциалом n-ого порядка от ф-ции f(x) в т.x((a,b) при (n(N называется дифференциал первого порядка от дифференциала (n-1)-ого порядка 
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 EMBED Equation.3  [image: image256.wmf])
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Если x-независимая переменная, то dx-произвольная постоянная и d2x=d3x=d4x=…=dnx=0

f:(a,b)(R называется n-раз дифференцируемая в т.x((a,b), если в этой точке сущ. n-ая производная. f(x) называется n раз диф-мая на (a,b), если она n раз диф-ема в каждой точке (a,b).

Если для f:(a,b)(R существует 1 производная на (a,b) и ф-ция является непрерывной ф-цией на (a,b), то f(x) называется гладкой, а есои сущ и непрер. на (a,b) производная n-ого порядка на (a,b), то f имеет гладкость n-ого порядка.

№15.

Классы непрерывно дифференцируемых функций.

Через 
[image: image258.wmf]n

b

a

С

)

,

(

 будем обозначать класс ф-ций, непрерывных на (a,b) вместе со своими производными до n-ого порядка включительно. Будем говорить, что f(x)( 
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2) ((k=0,1,2,…,n): 
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 - класс бесконечных непрерывно диф-мых функций. 

№16. Правила повторного дифференцирования.

f:(a,b)(R и g:(a,b)(R и c(R, тогда
1)(f(g)n(x)=fn(x)(gn(x) на (a,b)

2)(сf)n=cfn(x) на (a,b)

dn(f(g)(x)=dnf(x)(dng(x)

dn(cf)(x)=cdnf(x)

3)(fg)n(x)=
[image: image265.wmf]å
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Доказательство:

1 и 2 – очевидны
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№17. Формула n-ого диф-ала.

Нарушение формы n-ого диф-ала.

1) x-независимая переменная, то при условии (fn(x)(dnf(x)= fn(x)(dx)n=fn(x)dxn
2) если x=x(t) – n-раз диф-ая ф-ция (t-независимая переменная), (t(((,()  f(x) – n-раз диф-ая ф-ция, (x((a,b)  x=x(t)( t(((,(), x(t)((a,b), то (dnf(x(t))=(f(x(t)))n(dt)n. При этом формула 2-ого диф-ала записывается в виде неинвариантно по отношения к случаю, когда x-независимая переменная.

Доказательство:

1) Найдём по индукции n производную и n диф-ал

df(x)=f’(x)dx

d2f(x)=d(df(x))=d(f’(x)dx)=df’(x)*dx+f’(x)d(dx)=f’’(x)(dx)2+f’(x)d2x=f’’(x)(dx)2
Продолжая это dnf(x)=fn(x)(dx)n
2)d2f(x(t))=(f(x(t)))’’(dt)2=(f’(x(t))*x’(t))’(dt)2=(f’’(x(t))(x’(t))2+f’(x(t))*x’’(t))(dt)2=f’’(x(t))*(x’(t))2(dt)2+f’(x(t))*x’’(t)(dt)2

d2f(x(t))=f’’(x)(dx)2+f’(x)d2x

№18. Теорема Тейлора.

Формула Тейлора с остаточным членом в форме 

Лагранжа или Пеано.

f:[a,b](R:

1) f(x)( 
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2)((x((a,b)): f(n+1)(x)

Возьмём ( и ( из [a,b] и положим 
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. Доказательство: Предположим для определённости, что (>( (аналогично для (((). Распишем выражение для полинома (1)
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x=((P(x)=f(()
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x=((P’(x)=f’(()

Продолжая этот процесс, мы получим, что при x=((P(n)(x)= =f(n)(()

Пусть M – число, определяемое следующим равенством:

f(()=P(()+M((-()n+1, значит, нужно, чтобы 
[image: image273.wmf])!
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Рассмотрим g(x)=f(x)-P(x)-M(x-()n+1
g(()=0, g(()=0, тогда для g(x) выполнены все условия т.Ролля( (((1,(<(1<():(g’((1)=0), но g’(()=0( [(,(1] для g’(x) выполнены все условия т.Ролля, значит, ((2, (<(<(: g’’((2)=0

Продолжая этот процесс, после (n+1) шага приходим к выводу, что существует такая точка (n+1=((((,(n), что g(n+1)(()=0

g(n+1)(x)=f(n+1)(x)-M(n+1)!

g(n+1)(()=f(n+1)(()-M(n+1)!=0
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Следствие 1(остаточный член в форме Лагранжа):

Для любых двух точек ( и (([a,b], где выполняются все условия т.Тейлора, выполняется:
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        Положим (=x, (=x(, тогда мы получим формулу Тейлора 
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формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа.

Следствие 2 (остаточный член в форме Пеано):

Пусть выполнены все условия т.Тейлора и f(n+1)(x) – непрерывна на [a,b], т.е. f(x)(
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. По 1 т.Вейерштрассе ((M>0)((x([a,b]):    |f(n+1)|(M, тогда остаточный член 
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 - бесконечно малая более высокого порядка, чем (x-x()n при x( x(, тогда формула Тейлора f(x)…+0((x- x()n) – формула Тейлора с остаточным членом в форме Пеано.

№19. Формула Лагранжа как частный случай

формулы Тейлора.

Если в формуле Тейлора n=0, то получим формулу Лагранжа:

f(x)=f(x()+f’(()(x-x()(f(x)- f(x()= f’(()(x-x() (x(<(<x)

№20. Разложение основных функций по формуле Тейлора.

Пусть x(=0 принадлежит промежутку, в котором выполнены все условия т.Тейлора, тогда из формулы Тейлора с остаточным членом в форме Пеано получается формула Маклорена:
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Применим эту формулу для разложения элементарных функций:

1) 
[image: image280.wmf])
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3) 
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4) 
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5) 
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№21. Условие монотонности функции.

Пусть ф-ция f:(a,b)(R – диф-емая на (a,b), тогда:

1)если f’(x)>0 на (a,b), то ф-ция f(x) возрастает на (a,b)

2)если f’(x)<0 на (a,b), то ф-ция убывает на (a,b) 

3)если f’(x)=0, то ф-ция f(x) – постоянная ф-ция

Доказательство:

Возьмём точку x1  и x2((a,b), x2>x1, тогда на [x1,x2] выполняются все условия т.Лагранжа:

f(x2)-f(x1)=f’(()(x2-x1), x1<(< x2
1)если f’(x)>0 на (a,b)( f’(()>0( f(x2)-f(x1)>0

2)если f’(x)<0 на (a,b)( f’(()<0( f(x2)-f(x1)<0

3)если f’(x)=0 на (a,b)( f’(()=0( f(x2)-f(x1)=0

№22. Понятие стационарной и критической точки.

Определение максимума и минимума функции.

Пусть ф-ция f:(a,b)(R, тогда, если в точке x(((a,b) f’(x()=0, то такая точка называется стационарной. Все точки (a,b), в которых производная либо равнв нулю, либо не существует называются критическими.

Пусть f:(a,b)(R. 

1)точка x(((a,b) называется точкой локального максимума ф-ции f(x), если существует проколотая область 

Oб(x()=( x(-б, x()(( x(, x(+б)

((Oб(x())((x(Oб(x()):f(x)<f(x()

2)точка x(((a,b) называется точкой локального минимума ф-ции f(x), если ((Oб(x())((x(Oб(x()):f(x)>f(x()

Локальный максимум и минимум называются экстремум.

Если в последних неравенствах имеет место равенство, то будем говорить о нестрогом максимуме и нестрогом минимуме.

№23. Необходимое условие экстремума.

Для того чтобы f:(a,b)(R имела в точке x( локальный максимум (минимум) необходимо, чтобы x( была критической точкой

Доказательство:

Пусть точка x( - точка локального максимума, тогда 

 ((Oб(x())( (x((x(-б, x()(( x(, x(+б)): f(x)<f(x()

1)пусть f’(x() существует, т. е. 
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Значит, f’(x()=0( x( - критическая точка

№24. Первое достаточное условие экстремума.

Пусть f:(a,b)(R удовлетворяет условиям:

1)f(x)(
[image: image288.wmf]0
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  - непрерывна

2)((x((a,b))((f’(x) – конечное, за исключением, может быть, самой точки x(), тогда, если:

а)f’(x)<0 для (x((x(-б, x(), а f’(x)>0 для (x(( x(, x(+б), где б>0 – достаточно мало, то точка x( - точка локального минимума (x(-б, x()((a,b), ( x(, x(+б)((a,b)

б) f’(x)>0 для (x((x(-б, x(), а f’(x)<0 для (x(( x(, x(+б), где б>0 – достаточно мало, то точка x( - точка локального максимума (x(-б, x()((a,b), ( x(, x(+б)((a,b)

Доказательство:

На сегменте [x(-б, x(] и [ x(, x(+б] – выполнены все условия т.Лагранжа:

f(x()- f(x(-б)=f’((1)б<0, т.к. f’((1)<0, б>0, x(-б<(1<x(
f(x(+б)- f(x()=f’((2)б>0, x(<(2<x(+б

Значит, выполнены все условия локального минимума:

f(x(-б)> f(x()

f(x(+б)> f(x()

№25. Второе достаточное условие экстремума.

Пусть f:[a,b](R удовлетворяет условиям:

1)f(x)(
[image: image289.wmf]8
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2)в точке x(((a,b): f’(x()=f’’(x()=…=f(n-1)( x()=0

f(n)( x()(0, тогда:

а)если n=2k+1 f(2k+1)(0, то в точке x( ф-ция экстремума не имеет

б)если n=2k f(2k)(0, то f(2k)<0(x( - max, f(2k)>0(x( - min
Доказательство:

По формуле Тейлора с остаточным членом в форме Пеано мы имеем:
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((Об(x())((x(Об(x()): sgn(f(n)(x()+((x))=sgnf(n)(x(), тогда возможны случаи:

а)пусть n=2k+1, тогда f(2k+1)(0 и  
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б)пусть n=2k, f(2k)(0 и 
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26.Выпуклость и вогнутость кривой. Определение выпуклой и вогнутой функции.
Def 1.: Выпуклость и вогнутость кривой


Def 1.:f:[a,b](R, непрерывна на сегменте [a,b], называется выпуклой на этом сегменте , если 
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, и она называется вогнутой на [a,b], если 
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27. Геометрический смысл выпуклости функции. Вторая запись условия выпуклости функции.
Def 1.:Геометрический смысл выпуклости/вогнутости прямой означает следующее: |AC|-|BC|(0 (|AC|-|BC|(0)


Вторая запись условия выпуклости функции.
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28.Необходимые и достаточные условия выпуклости (вогнутости) функции.

Трм 1.: (Первое условие выпуклости/вогнутости)

Пусть f:[a,b](R удовлетворяет следующим условиям:

1)f(x)(C[a,b]

2)((x([a,b]):(( f '(x));

Для того, чтобы f(x) была выпуклой/вогнутой на [a,b], необходимо и достаточно, чтобы f ' (x) была возрастающей/убывающей на [a,b].

Док-во: Необходимость.
Пусть f(x) выпукла на [a,b] и дифференцируема в каждой точке на [a,b], т.е. 
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Пусть x(x1 справа и x(x2 слева, тогда

1) x(x1+0, то f+'(x1)=f(x1)<
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2) x(x2-0, то f -'(x1)=f(x2)>
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Отсюда получаем, что f '(x1)< f '(x2)( функция f '(x) как функция от x на интервале (a,b) возрастающая функция.

Достаточность:

Пусть f '(x) возрастает на интервале (a,b), и пусть 
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. Тогда на сегментах [x1,x] и [x,x2] выполняются все условия теоремы Лагранжа, из этого следует:

[x1,x](f(x)-f(x1)=f '((1)(x-x1)

[x,x2](f(x2)-f(x)=f '((2)(x2-x)
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, тогда из условия, что x1<(1<x, и x<(1<x2, получаем, что 
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, а это - условие выпуклости.

Трм 2.:(Второе условие выпуклости)

Пусть f:[a,b](R удовлетворяет следующим условиям:

1)f(x)(C[a,b]

2)((x([a,b]):( f ''(x) и оно конечно.

Тогда f(x) будет выпуклой/вогнутой на [a,b], если f ''(x)>0 на [a,b] (f ''(x)<0 на [a,b]).

Док-во: (для выпуклой функции)

Пусть f ''(x)>0 на [a,b], тогда из условия возрастания функции на [a,b] следует, что f '(x) возрастает на [a,b], но по первой теореме это есть условие, что f(x) - выпуклая на [a,b]

29.Определение точки перегиба. Необходимое и достаточное условие для точки перегиба.

Def 1.:Точку М0 с координатами (x0,f(x0)) будем называть точкой перегиба функции f(x):[a,b](R, x0([a,b], если она отделяет участок графика где функция выпукла/вогнута от участка, где она вогнута/выпукла.

Трм 1.:(НДУ того, чтобы точка перегиба существовала)

Пусть f:[a,b](R? удовлетворяет условиям:

1)f(x)(C[a,b]

2)f ''(x) существует на [a,b].

Тогда для тог, чтобы x0((a,b) была точкой перегиба функции f(x) необходимо и достаточно, чтобы вторая производная в x0 равнялась 0? и чтобы при переходе через x0 f ''(x) меняла знак (при условии, что f ''(x)(0 в некоторой О(*(x0)).

Док-во: Необходимость.

Рассмотрим О(*(x0) тогда:

1)на интервале (x0-(, x0) f(x) выпукла (f '(x) возрастает на (x0-(, x0))

2)на интервале (x0,x0+() f(x) вогнута (f '(x) убывает на (x0,x0+())

Для функции y=f '(x) точка x0 будет точкой локального максимума, а т.к. существует f '(x), то она должна равняться 0.

Достаточность

Очевидна.

30.Понятие первообразной функции. Существование множества первообразных. Понятие неопределённого интеграла.

Def 1.: F:[a,b](R называется первообразной (примитивной) для функции f:[a,b](R на интервале [a,b], если ((x((a,b)):((F '(x) и F '(x)=f(x).

Трм 1.: Если для f(x) на интервале (a,b) существует первообразная F(x), то F(x)+C (где C - произвольная константа) также является первообразной для функции f(x) и всё множество первообразных для этой функции записывается в виде F(x)+C, С=const.

Док-во: (F(x)+C)'=F '(x)=f(x);

Пусть ((x) - первообразная для f(x), тогда

(((x)-F(x))'=('(x)-F '(x)=f(x)-f(x)=0 ( ((x)-F(x)=C0=const; ( ((x)=F(x)+C0
Def 3.:Всё множество первообразных для f(x) назовём неопределённым интегралом: 
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Свойства неопр. интеграла. 

Если для f:(a,b)->R, g:(a,b)->R существуют неопр.интегралы, то они обладают след. св-вами: 1)
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 Д-во Для док-ва дост-но найти дифф-л от правых частей 

1) d(
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Замена переменной в неопр. интегр. Интегр-е по частям.

Пусть x=
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(t) дифф-ма для всех t 
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 EMBED Equation.3  [image: image319.wmf])
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(Е) интегрируема на этом мн-ве. Тогда всюду на Е сущ-ет неопр. интегр. f(x) и справ-во 
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’(t)dt = f(x)dx. Инт-е по частям пусть f(x) и g(x) дифф-мы на интервале и 
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fdg

 = fdg + gdf – fdg = g(x)df(x) = g(x)*f’(x)dx.

Св-ва комплексносопр. чисел. Существ-е комплескносопр.корней многочл.

z=(x+iy), тогда 
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= (x – iy). z и 
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 - комплексносопряж-е. Св-ва: 1) 
[image: image334.wmf]2

1

2

1

z

z

z

z

+

=

+

 2)
[image: image335.wmf]2

*

1

2

*

1

z

z

z

z

=

 3)
[image: image336.wmf]z

z

a

a

=

*

 4) 
[image: image337.wmf])

(

^

z

n

z

=

n. Трм Пусть z = a + bi (a,b
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R, b не 0) – корень многочл. Pn(x), то и  
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=a-bi тоже корень. Д-во: т.к z корень, то a0zn + a1zn-1+...+an-1z + an = 0 

____________________     _     ___    ___        ___      _

a0zn + a1zn-1+...+an-1z + an = 0 => a0zn + a1zn-1+...+an-1z + an = 0 => a0
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n + a1
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n-1+...+an-1
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 + an = 0 => 
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 тоже корень по определению. 

Трм Безу. Основная трм. алгебры. разл-е многочлена на простейшие множители. 

ТрмБезу_мца: Остаток от дел-я Pn(x) на (x-a) равняется Pn(а). Д-во: вообще всегда Pn(x)=(x-a) Pn-1(x) + r. положим х=а, тогда имеем Pn(а) = r. Сл-е если х=а – корень, то Pn(x)=(x-a) Pn-1(x). ДругаяТрм: всякий многочлен Pn(x) с действ или компл. коэфф. имеет хотя бы один действит или компл. корень. (бездоказательно). следств: всякий Pn(x) имеет ровно n корней, действ или компл, считая их кратность. докво: пусть х1 корень, тогда разложим и по основной трм алг будем иметь в оставшемся многочлене еще один корень. проделаем так n раз и поимеем n корней.следств2 всякий многочлен нечетной степени с действит. коээф имеет хотя бы один действ корень.

Разложение правильной рац дроби на простейшие в случае действит. корней.

Опр: отнош-е двух многочленов с рац коэфф-тами наз-ся рац дробью. если степень многочлена в числ меньше то дробь правильная, иначе – неправильная. Опр дроби A\(x-a)k  и (Mx+N)\(x2+px+q)k наз-ся простейшими рац. все коэфф – действит, p2-4q<0, k=1,2,3,4....

Трм: пусть дана правильная рац дробь P(x)\Q(x) и Q(x) имеет один действ корень а кратности m. т.е. Q(x)=(x-a)mQ1(x), где Q1(x) не имеет действ. корней. тогда: P(x)\Q(x) = A0\(x-a)m+ A1\(x-a)m-1+... Am-1\(x-a)+ P1(x)\Q1(x). (P1(x)\Q1(x)-прав.рац.дробь). Ak находятся по формуле: Ak = 1\k! * d((x-a)mP(x)\Q(x)) \ dxk = 1\k! * d(P(x)\Q1(x)) \ dxk |x=a следствие про несколько корней. (приводить бессмысленно).

Разложение правильной рац дроби на простейшие в случае комплексных корней.

Пусть дана правильная рац дробь P(x)\Q(x) и Q(x) имеет корнями z=a + bi  и  
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\b. Таким образом мы определили единств. образом N0 и M0. Проделав это все нужное количество раз найдем все N и M. Att: Если Pk(x)\Pm(x) – неправильная (k
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m) то ее единственным образом можно преобразовать к: Pk-m(x) + Ps(x)\Pm(x), s<m.
37. Интегрирование простейших дробей.
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т.е. пришли к следующему выражению для интеграла Jn:
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Тогда выражение A примет вид:


[image: image368.wmf]Jn

Mp

N

a

t

n

M

A

n

)

2

(

)

1

(

2

1

2

2

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

-

, где 
[image: image369.wmf]1

2

2

2

2

1

2

2

1

1

+

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

n

n

n

J

n

na

a

t

t

n

J


(переход к 
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38. Вывод рекуррентной формулы.

Рекуррентная формула - формула, по которой вычисление рассматриваемого интеграла сводится к вычислению интеграла того же типа, но с меньшим на единицу показателем.

Примеры:

1) четвёртый пункт предыдущего билета - 
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2)Вывод рекуррентной формулы для 
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Таким образом, вычисление Jn сводится к вычислению интеграла такого же типа, но с меньшим показателем при lnx.

39. Интегрирование иррациональных функций. Интегрирование биномиальных дифференциалов.

а) Интегрирование иррациональных функций.
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 - рациональная дробь от своих аргументов a,b,c,d(R, 
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Обозначим 
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Замечание:

1) рац. дробь от рац. дроби - рац. дробь

2) рац. дробь умножить на  рац. дробь - рац. дробь

б) Интегрирование биномиальных дифференциалов.
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40. Подстановка Эйлера.

Интегрирование функций 
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2) a<0,c<0,D<0 - отбросим;

1)если a>0, то 
[image: image403.wmf]a

x

t

c

bx

ax

±

=

+

+

2

;


[image: image404.wmf]ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

dx

c

bx

ax

x

R

2

,


(2);

2) если c>0, то 
[image: image405.wmf]c

tx

c

bx

ax

±

=

+

+

2

;

3) если 
[image: image406.wmf]c

bx

ax

+

+

2

 раскладывается на множители 
[image: image407.wmf])

)(

(

2

1

x

x

x

x

a

-

-

, то


[image: image408.wmf](

)

1

2

x

x

t

c

bx

ax

-

=

+

+

, тогда (2) сводится к интегралу от рациональной

дроби.

Док-во: 
[image: image409.wmf]2

2

2

2

ax

xt

a

t

c

bx

ax

+

±

=

+

+

;


[image: image410.wmf]t

a

b

c

t

x

2

2

-

-

=

.  
[image: image411.wmf]2

2

2

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

t

a

b

c

t

a

t

a

b

t

dx

 - рациональная дробь;


[image: image412.wmf]t

a

b

c

t

a

t

c

bx

ax

2

2

2

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

+

+

 - рациональная дробь; т.е. (2) - интеграл от рациональной дроби.

41. Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции (с доказательством).

Интегрирование выражений 
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 (универсальная подстановка) выражение (1) всегда находится в квадратуре.
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Лемма:1) Если R(U,V)  - нечётное относительно U, т. е. R(-U,V)=-R(U,V), тогда

R(U,V)=R1(U2,V)V;

2) Если R(U,V) - нечётное относительно V, т. е. R(U,-V)=-R(U,V), тогда

R(U,V)=R2(U,V2)V;

3) Если R(U,V) - чётное относительно U и V, т. е. R(-U,-V)=R(U,V),

тогда 
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Док-во:
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2)аналогично;

3)если V(0, 
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42. Определение верхнего и нижнего интегралов Римана. Интеграл Римана. Теорема о существовании верхнего и нижнего интегралов Римана.

Def 1.: Назовём разбиением P сегмента [a,b] множество точек 
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 и связанных следующим соотношением:
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Def 2.: Пусть дано разбиение P сегмента [a,b] и f:[a,b](R - ограниченная. Тогда каждому разбиению P сегмента [a,b] соответствуют числа:
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Cоставим суммы: 
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Назовём S верхней суммой Дарбу, а s - нижней суммой Дарбу, тогда

1) Точная нижняя граница множества верхних сумм Дарбу, составленных по всевозможным разбиениям P называется верхним интегралом Римана и обозначается: 
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2)Точная верхняя граница множества нижних сумм Дарбу, составленных по всевозможным разбиениям P, называется нижним интегралом Римана и обозначается: 
[image: image434.wmf]dx

x

f

f

P

s

)

(

)

,

(

sup

ò

=


Если верхний и нижний интегралы Римана совпадают, то будем говорить, что функция f(x) интегрируема по Риману на [a,b] 
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. В этом случае значение верхнего и нижнего интеграла Римана просто называют интегралом Римана.

Трм. 1.:(О существовании верхнего и нижнего интегралов Римана.)

Верхний и нижний интегралы Римана от ограниченной функции на сегменте [a,b] всегда существуют.

Док-во: Т.к. f(x) - ограничена на [a,b]((( m, M(R, m(M) ((x([a,b]):(m(f(x)(M)

Для сумм Дарбу для ограниченной функции получаем:
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, т.е. оба множества сумм ограничены сверху и снизу, т.к. m1 и M1 - конечные числа.
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43. Определение интеграла Римана - Стильтьеса. (разбиение сегмента, нижняя и верхняя суммы Дарбу, верхний и нижний интегралы Римана - Стильтьеса, интеграл Римана - Стильтьеса).

Def 1.: Назовём разбиением P сегмента [a,b] множество точек 
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 и связанных следующим соотношением:
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Def 2.: Пусть дано разбиение P сегмента [a,b] и f:[a,b](R - ограниченная. Тогда каждому разбиению P сегмента [a,b] соответствуют числа:
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Cоставим суммы: 
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Назовём S верхней суммой Дарбу, а s - нижней суммой Дарбу, тогда

1) Точная нижняя граница множества верхних сумм Дарбу, составленных по всевозможным разбиениям P называется верхним интегралом Римана и обозначается: 
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2) Точная верхняя граница множества нижних сумм Дарбу, составленных по всевозможным разбиениям P, называется нижним интегралом Римана и обозначается: 
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Если верхний и нижний интегралы Римана совпадают, то будем говорить, что функция f(x) интегрируема по Риману на [a,b] - 
[image: image450.wmf]]
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. В этом случае значение верхнего и нижнего интеграла Римана просто называют интегралом Римана.

Def. 3:Пусть f:[a,b](R - ограниченная на этом сегменте, а функция ((x), монотонно возрастает в широком смысле (не обязательно непрерывна) на сегменте [a,b], т.е. тое ограничена на [a,b]. Если P - какое-нибудь разбиение сегмента [a,b], то положим 
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, и тогда верхняя и нижняя суммы Дарбу запишутся в виде:
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1)Верхними и нижними интегралами Римана - Стильтьеса (Р.С.) называются соответственно величины:
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2)Если верхний и нижний интегралы Римана совпадают, то эту величину называют интегралом Римана - Стильтьеса и обозначают:


[image: image458.wmf]ò

ò

=

b

a

b

a

x

d

x

f

fd

)

(

)

(

a

a


(1)

3)Если интеграл (1) существует, то будем говорить, что f(x) интегрируема на [a,b] относительно ((x) в смысле Римана.
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44. Измельчение разбиения. Общее измельчение двух разбиений. Теорема об измельчении разбиения. Следствие.

Def 1.:Разбиением P* [a,b] называется измельчением разбиения P, если P(P*; P* называется общим измельчением P1 и P2, если P*=P1(P2.

Трм 1.: (Об измельчении разбиения).

При  измельчении разбиения сегмента [a,b] верхняя сумма Дарбу может только уменьшаться, а нижняя - только возрастать:
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Док-во: Допустим, что P* содержит на одну точку больше, чем P; обозначим её

через x*; находимся внутри 
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. Очевидно, что 
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. Тогда для разности получим:
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Если P* содержит на k точек больше P, тогда повторим рассуждение k раз, т.о. ч.т.д.

Следствие: При измельчении разбиения разность между верхней и нижней суммами Дарбу может только уменьшаться:
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45. Критерий существования интеграла Римана - Стильтьеса (лемма и теорема).

Лемма 1.:Нижний интеграл Римана - Стильтьеса не превосходит верхнего интеграла Римана - Стильтьеса.
Док-во: Пусть P* - общее измельчение разбиения P1 и P2, то по теореме об

измельчении разбиения:
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; считая P2 фиксированным и вычисляя точную верхнюю границу 
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Трм 1.: (Критерий существования интеграла Римана - Стильтьеса)

Для существования интеграла Римана - Стильтьеса необходимо и достаточно чтобы 
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Док-во: (Необходимость):

Пусть 
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а по определению точной верхней границы суммы Дарбу имеем:
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Вычитая (2) из (1) получаем:
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(Достаточность)

Пусть выполняется условие теоремы, тогда сравнивая (*) с неравенством получаем
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46. Существование интеграла Римана - Стильтьеса для непрерывной функции.

Трм. 1.: (Существование интеграла Р. - С. для непрерывной функции)

Пусть f:[a,b](R и непрерывна на [a,b], тогда 
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Док-во: Пусть задано любое (>0, и пусть 
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Поскольку f(x) ограничена на [a,b], то по теореме Кантора она равномерно непрерывна на [a,b], т.е. 
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Выберем 
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поэтому 
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47. Существование интеграла Римана - Стильтьеса для монотонной функции.

Трм .1.: (Существование интеграла Р.-С. для монотонной функции)

Если f(x) - монотонна на [a,b], а  
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Док-во: Пусть задано любое (>0, то
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Это возможно сделать, так как ((x) - непрерывна на [a,b] и по второй

теореме Коши принимает значения от ((a) до ((b).

f(x) - - монотонно возрастающая, тогда:
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т.к. n можно взять сколь угодно большим для <(, получаем, что
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48.Диаметр разбиения. Определение интегральной суммы. Свойства интегральной суммы.

Def. 1.: Для любого разбиения Р сегмента [a,b] положим 
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 и назовём его ((р) диметром разбиения Р.

Def. 2.: Пусть Р - разбиение [a,b]. Выберем точки 
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Трм. 1.: (Свойства интегральных сумм)
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Док-во: Т.к. 1(i(n, то
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49. Понятие предела интегральной суммы.

Будем считать эквивалентными следующие утверждения: 
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50. Теорема о пределе интегральной суммы.

f:[a,b](R, ограниченная функция, тогда если
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Док-во: Пусть существует предел 
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предела интегральной суммы имеем, что
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Зафиксируем такое разбиение Р, для которого 
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Тогда из (1) и (2) получаем:
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, т.е. функция интегрируема по Риману - Стильтьесу. А т.к. для интеграла Римана - Стильтьеса выполняется:


[image: image520.wmf]4

4

3

4

4

2

1

4

4

4

4

4

4

3

4

4

4

4

4

4

2

1

)

2

(

)

1

(

)

(

)

(

_

_

)

,

,

(

)

,

,

(

e

d

m

a

a

a

<

£

ò

£

P

и

f

P

S

fd

f

P

s

b

a

 - получили, что выполняются два неравенства
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Пример ф-ции, интегр-й по РС но не имеющей предела интегр. суммы.
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58.Теорема о дифференцировании интеграла как функции верхнего предела.
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Т.е. пределы существуют и они равны ( 

F'(x)=f(x), (x([a,b].

59.Основная теорема интегрального исчисления.

Трм. 1.: Если 
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60.Первая теорема о среднем для интегральном исчисления Три следствия из этой теоремы.

Трм. 1.: (Первая теорема о среднем для интеграла Римана)
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Док-во: Т.к. f(x) и g(x) 
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61. Вторая теорема о среднем для интегрального исчисления.

Трм. 2.: (Вторая теорема о среднем для интеграла Римана) (WITHOUT PROOV)
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Определение несобственных интегралов 1-го типа.
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Определение несобственных интегралов 2-го типа.
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[image: image968.wmf])

)

(

)(

0

,

(

ò

$

-

<

<

"

-

h

h

h

b

a

dx

x

f

a

b

, тогда 
[image: image969.wmf]ò

=

ò

=

ò

-

-

+

®

0

0

)

(

)

(

)

(

lim

b

a

b

a

b

a

dx

x

f

dx

x

f

dx

x

f

h

h

 называется несобственным интегралом 2-го типа на полуинтервале [a;b)

2. Если f:(a;b](R удовлетворяет условиям: 1). f(x) – неограниченна в т. a; 2) 
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Эталонные интегралы.
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Свойства сходимости несобственных интегралов.
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2) (Следствие свойства 1)
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 (Доказательство – свойства предела функции).
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Критерий Коши сходимости несобственных интегралов.
1. Для сходимости несобственного интеграла 
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2. Для сходимости несобственного интеграла 
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Доказательство. 1) Рассмотрим функцию 
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Общий признак сравнения сходимости несобственных интегралов.
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Доказательство. 1) Пусть выполнены условия пункта 1, т.е. (
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2) Пусть выполняются условия пункта 2. Предположим противное 
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Предельный признак сходимости несобственных интегралов.
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Воспользуемся общим признаком сравнения сходимости, тогда для сходимости 
[image: image1031.wmf]dx

x

g

A

a

)

(

)

(

ò

+

+¥

e

 необходимо и достаточно, чтобы сходился 
[image: image1032.wmf]ò

+¥

a

dx

x

g

)

(

. Из неравенства 1 используя общий признак сравнения получаем результат.

Определение абсолютной и условной сходимости несобственного интеграла.
Несобственный интеграл 
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Признак Абеля.
Пусть функции f:[a;+()(R и g:[a;+()(R удовлетворяют условиям : 1) 
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Доказательство. По 2-ой теореме о среднем для интегралов Римана мы имеем 
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Признак Дирихле.
Пусть для f:[a;+()(R и g:[a;+()(R выполняются следующие условия: 1) f(x)(R[a;A] для ( А(а и равномерно ограниченна на множестве [a;+() ( 
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Доказательство. По 2-ой теореме о среднем для интегралов Римана мы имеем 
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А1(((A2. Из условия, что 
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Согласно первому условию теоремы 
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Оценим модуль интеграла (*): 
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  Согласно критерия Коши получили сходимость интеграла 
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Замена в несобственных интегралах.
Теорема 1 (…). Пусть для f:[a;+()(R и g:[(;+()(R ( g([(;+())=[a;+() ) выполняются следующие условия: 1) f(x)(C[a;+(); 2) x=g(t)(
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Доказательство. В силу условия 1 получаем 
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, а из монотонности функции g(t) в силу условия (g((t)>0) следует g(()=a и g(B)=A(+( при В(+(. Переходя к пределу при A(+( в равенстве аналогичном равенству (1) мы получаем требуемое равенство. (Замечание: 1) При замене переменной, несобственный интеграл 1-го типа может перейти в интеграл 2-го типа и наоборот; 2) Несобственный может перейти в собственный и наоборот).

Теорема 2. Пусть для f:[a;+()(R и g:[(;()(R ( g([(;())=[a;+() ) выполняются следующие условия: 1) f(x)(C[a;+(); 2) x=g(t)(
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 следует сходимость другого и справедлива формула : 
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Доказательство аналогично теореме 1: 
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Интегрирование по частям несобственных интегралов.
Пусть 1) u(x)( 
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Доказательство. Перейдем к пределу при A(+( в известном равенстве для интеграла Римана: 
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Главные значения несобственных интегралов.
Опр1. Пусть f:(-(;+()(R и ((А>0):f(x)(R[-A;A], тогда 
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 называется главным значением несобственного интеграла 1-го типа от f(x) на промежутке (-(;+() и обозначается V.p.
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Теорема 1. Пусть f:(-(;+()(R и ((А>0):f(x)(R[-A;A] и выполняются следующие условия: 1) f(x) – нечетная ( V.p.
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Доказательство. Пункт 1 следует из того, что для нечетной функции 
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Пункт 2 следует из того, что для четной функции 
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Следствие. Т.к. любую функцию f(x)  - интегрируемую на каждом конечном симметричном промежутке по Риману, то ее можно представить в виде 
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Опр2. f:[a;c)((c;b](R и 
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75.Случайные события. Действия над случайными событиями.

Def 1.:Пусть ( - комплекс условий некоторого испытания, которое можно произвести неограниченное число раз. Тогда событие А называется случайным событием (, если оно удовлетворяет 2 условиям:

1)Событие А в результате испытания может произойти, а может не произойти;

2)После каждого испытания известно, произошло ли событие А или нет.

Def 2.:Пусть ( - комплекс условий некоторого испытания. Тогда если некоторое событие обязательно происходит при этом испытании, то такое событие будем называть достоверным. Если же какое-то событие не может произойти ни при каком повторении этого испытания, то такое событие будем называть невозможным. Введём обозначения:

U - достоверное событие;

V - невозможное событие;

Def 3.:Пусть A  и B два случайных события. Тогда

1)События А и В называются равными, если появление А влечёт за собой появление В и наоборот.

2)Сумма событий (С=А+В) есть событие С, состоящее в наступлении хотя бы одного из событий: А или В.

3)Произведение событий (С=А*В) есть событие С, которое состоит одновременно в наступлении А и В.

4)Разность событий (С=А-В) есть событие А, состоящее в том, что событие А происходит, а событие В - нет.

5) События А и 
[image: image1090.wmf]А

 называются противоположными, если 
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76.Полная группа событий. Классическое определение вероятности. Основные свойства вероятностей. Статическая вероятность. 
Def  1.: Случайные события А1, А2, …, Аn образуют полную группу событий в (, если А1 + А2 +…+Аn=U.

Def  2.: Несколько событий называются равновозможными в системе (, если наступление каждого из них не предпочтительно перед наступлением другого.

Def  3.: Случайные события А1, А2, …, Аn  образуют полную группу попарно несовместимых равновозможных событий в (, если при каждом испытании должно появиться оно и только одно из них, т.е. 
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Def 4.:Если результаты испытания в системе ( можно представить в виде полной группы "n" попарно несовместимых равновозможных событий, и если случайное событие A появляется только в "m" случаях, то вероятность появления A в системе ( равна m/n и обозначается P(A)=m/n.

Св-ва вероятностей: 

1) 0(P(A)(1;     2)   P(U)=1;    3)     P(V)=0;

Def 5.: Статистическая вероятность - No definition! У меня этого определения нет! У кого есть - пришлите!

77.Теорема сложения вероятностей для несовместимых событий.
Пусть А и В - два несовместимых события в (. Тогда Р(А+В)=Р(А)+Р(В).

Док-во: Пусть все возможные исходы опыта состоят из "n" случаев и пусть "m"

случаев - благоприятны для А, а "k" случаев благоприятно для В. Т.к. А и В - несовместимые, то (А+В) благоприятны (m+k) случаев ((по Классической теории вероятности), Р(А+В)=(m+k)/n=m/n+k/n=Р(А)+Р(В)

"m"-A(P(A)(m/n;

"n"-B(P(B)(k/n;

78.Понятие геометрической вероятности. Теорема сложения вероятностей для совместимых событий.

Def 1.:Если попадание в любую точку области D из Rk, (k=1,2,…n) есть достоверное событие и равновозможное для каждой точки этой области, а событие А есть попадание в любую точку G(D , то вероятность А=
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. Определённую таким образом вероятность называют геометрической вероятностью.

Трм 1.: (Сложение вероятностей для совместимых событий)

Если А и В -  два совместимых события в (, то вероятность суммы Р(А+В)=Р(А)+Р(В)-Р(А*В).

Док-во: Используем геометрическую вероятность. Пусть при любом испытании

попадаем В (равновозможно для каждой точки). Если А - попадание в А, а В - в В, то обозначая через S(D)=mes(D), S(A)=mes(A), S(B)=mes(B), получаем 
[image: image1095.wmf])
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79.Независимость событий. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей.
Def 1.:Два события А и В называются независимыми, если вероятность каждого из них не зависит от появления /непоявления другого, т.е.

P(A)=P(A|B)=P(A|
[image: image1096.wmf]B

);      P(B)=P(B|A)=P(B|
[image: image1097.wmf]A

)

В противном случае - события зависимые.

Def 2.:Вероятность А, вычисленная при условии, что имело место событие В, называется условной вероятностью события А.

P(A|B) или PB(A)

Трм. 1.:(Умножение вероятностей)

Пусть А и В  - два события (. Тогда вероятность произведения равна:

P(A*B)=P(A)*P(B|A)=P(B)*P(A|B).

Док-во: Пусть возможные исходы опыта состоят из "n" случаев. И пусть "m"

случаев из "n" благоприятны событию А, а "l" случаев благоприятны событию В, при условии, что произошло А. Тогда по классическому определению вероятности P(A)=m/n; P(A+B)=l/n; P(B|A)=l/m; тогда P(A*B)=l/n=(l/n)*(m/m)=(l/m)*(m/n)=P(B|A)*P(A)

№80 Теорема (формула полной вероятности): Пусть А – случайное событие в Ω и Н1, Н2, …, Нn – система гипотез в Ω, тогда Р(А) = Р(Н1) ∙ Р(А/Н1) + Р(А/Н2) + … + Р(А/Нn).
Доказательство: Т.к. сумма всех гипотез из полной группы – достоверное событие, тогда 
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Теорема (формула Бейеса): Пусть имеются гипотезы Н1, Н2, …, Нn, причем вероятности этих гипотез известны P(H1), P(H2), …, P(Hn) и 
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Доказательство: По теореме умножения вероятностей имеем 
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№81 Определение: Величина Х называется дискретной случайной величиной, если она может принимать конечное число возможных значений и имеет вероятность 
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Определение: Величина Х называется непрерывной случайной величиной, если ее возможные значения непрерывно заполняют некоторый промежуток на действительной оси.

Определение: Пусть дана дискретная или непрерывная случайная величина Х, тогда функцией распределения этой случайной величины называется функция вида 
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Свойства функции распределения: 
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№82 Определение: Плотностью распределения вероятностей непрерывной случайной величины в точке х называется 
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Свойства плотности распределения вероятностей: Пусть функция распределения вероятностей непрерывной случайной величины 
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Доказательство: 1) Из определения непрерывной случайной величины 
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2) Доказательство следует из определения плотности распределения вероятностей.

3) Переходя к пределу в 
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№83 Определение: Математическим ожиданием (центром распределения вероятностей) дискретной случайной величины Х с рядом распределения 
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Определение: Математическим ожиданием (центром распределения вероятностей) непрерывной случайной величины Х с плотностью распределения вероятностей 
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Определение: Дисперсией случайной величины Х с функцией распределения 
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 - математическое ожидание случайной величины Х.

Определение: Пусть Х – случайная величина с распределением 
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2) Центральным моментом «
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Формулы для вычисления начальных и центральных моментов на практике: 1) Для дискретной случайной величины 
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№84 Определение: При равномерном распределении непрерывной случайной величины ее значения лежат в пределах некоторого отрезка 
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№85 Определение: Рассмотрим дискретную случайную величину Х, которая принимает значения 0, 1, 2, …, m, …, тогда случайная величина Х распределена по закону Пуассона, если 
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 - положительная величина, называемая параметром Пуассона.

По формуле Тейлора: 
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[image: image1169.wmf]a

e

e

a

k

a

e

a

k

e

a

m

e

a

m

e

a

m

X

M

x

a

a

m

k

a

k

a

k

m

a

m

m

a

m

=

×

×

=

å

×

×

=

å

=

å

-

=

å

×

=

=

-

+¥

=

-

+¥

=

-

+

+¥

=

-

+¥

=

-

0

1

1

0

0

!

!

)!

1

(

!

]

[

, 
[image: image1170.wmf]a

a

e

e

a

a

a

k

e

a

k

a

m

e

a

m

a

m

e

a

m

x

X

M

X

D

a

a

k

a

k

m

a

m

m

a

m

=

-

×

×

×

=

å

-

×

+

=

å

-

-

×

=

å

-

×

=

-

=

-

+¥

=

-

+

+¥

=

-

+¥

=

-

2

0

2

1

1

2

0

2

2

2

2

)

(

!

)

1

(

)!

2

(

!

]

[

]

[

.

№86 Определение: Распределение вероятностей непрерывной случайной величины Х называется нормальным если ее плотность распределения вероятностей равна 
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